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Editorial. 


Tal como se anunciara en el número anterior se incluye en este nú- 
mero la tercera y última parte del trabajo del Dr. César E. Trejo sobre 
Estructuración de la Geometría mediante transformaciones y la segun- 
da parte del estudio realizado por el ICMI sobre influencia de las Com- 
putadoras y la Informática en la Matemática y su enseñanza. 

Se completa este número IV con las secciones fijas habituales a cargo: 
de sus respectivos responsables. 

La sección Noticias incorpora una importante información, que será 
incrementada y comentada en números posteriores, sobre la Olimpiada 
Matemática que a nivel nacional se desarrollará con la organización del 
Centro Latinoamericano de Matemática e Informática (CLAMI) y la 
Universidad CAECE. En la misma sección y en artículos y comentarios 
independientes se incluirán próximamente las actuaciones del Comité 
Argentino de Educación Matemática. 

El 18 de Junio p.pdo. se llevó a cabo, según se previo y reiteró opor- 
tunamente, el primer encuentro de la actividad Dialogando con el au- 
tor, en la Sede Central de la Universidad CAECE. El mismo contó con 
una numerosa concurrencia que entabló con los autores presentes un 
animado intercambio de ideas. Unánimemente se apoyó el ofreci- 
miento formulado por el suscripto de reiterar tales encuentros, convi- 
niéndose que en el número V de la Revista, del mes de setiembre, se 
informaría sobre la fecha de realización, en el transcurso del mes de 
octubre. 

Sería de sumo interés para esa segunda reunión que los colegas hi- 
cieran llegar a la Dirección de la Revista, antes de la misma, cualquier 
inquietud que deseare formular sobre temas de su interés, lo que po- 
drá efectuarse por correspondencia a Avenida de Mayo 1396, 5° Piso, 
Código Postal 1085; personalmente en la misma dirección los días 
miércoles y jueves de 16 a 19:30, o telefónicamente esos mismos días 
y horas en el número 38-6250. 

Por último, esta Dirección tiene sumo interés en crear una red de 
corresponsales de la Revista en el interior del país. Si bien en los pró- 
ximos números se volverá sobre el tema para explicitarlo y concre- 
tarlo, se agradecerán las sugerencias y propuestas al respecto, 


$ 8. LA CONGRUENCIA DE FIGURAS 


3,1 Transtormaciones y relaciones de congruencia 


8.1.1 A partir de cada transformación puntual se puede definir de 
manera natural una relación entre figuras. Veamos cómo se hace esto en 
el caso de la isometría o congruencia. 

Ante todo observamos que dada una congruencia C, por paso a las 
partes (4.2.3) se define para cada figura F su figura transformada por 
la congruencia C: 


F =C(F) = P';P'=C(P)conP EF. (1) 
Esta es la base para definir la relación de congruencia de figuras: 


DEFINICION. Una figura F' se llama congruente a una figura F, SI 
EXISTE una congruencia o isometría C tal que F' = C(F). 


8.1.2 La congruencia de figuras tiene la propiedad recíproca: Sí F’ 
es congruente a F, entonces F es congruente a F'. 

En efecto F' = C(F) equivale a F = C7! (F') y vimos en 6.3.5 que la 
transformación inversa C”* de una congruencia Č es una congruencia. 

Si F’ es congruente a F, y por tanto F congruente a F’, diremos que 
F y F' son congruentes (entre sí). 


8.1.3 Todo lo que hemos dicho en 8.1.2 para la congruencia (gene- 
ral) vale para la congruencia directa y para la congruencia inversa. 

La figura F' se llama directamente (inversamente) congruente a la figura F 51 EXISTE una 
congruencia directa (respectivamente: inversa) C tal que F’ =C(F). 

Se demuestra que: si la figura F’ es directamente (inversamente) congruente a otra F, en- 
tonces ésta es directamente (resp.: inversamente) congruente a aquélla. Y en tal caso dire- 
mos que F y F' son directamente (resp.: inversamente) congruentes. 

8.1.4 De esta manera se establecen entre las figuras estas RELACIO- 
NES: 

a. De congruencia (general) indicada por ~ ; 

b. De congruencia directa, indicada por = ; 

c. De congruencia inversa. 

Las fórmulas F ~ F' y F = F' se leen respectivamente así: F es con- 
gruente a F’, y F es directamente congruente a F’. 


8.1.5 La inclusión M C C (que vimos en 6.3.7 como inclusión de 
subgrupo) expresa que: todo movimiento (congruencia directa) es una 
congruencia. . 

De aquí se puede deducir la implicación 

FFs FaF, (2) 

o sea: si F es directamente congruente a F', entonces F es congruente a 
Fr 

Se expresa esta implicación diciendo que /a relación = es más fuerte 
o restrictiva que =. 


8.1.6 Hemos partido de la isometría o congruencia como TRANS- 
FORMACION puntual. para definir y estudiar la RELACION de con- 
gruencia de figuras. En el método funcional siempre se procede así: /a 
transformación puntual. precede a la correspondiente relación entre fi- 
guras (congruencia, semejanza, etc.) y se utiliza para su estudio. 

Aunque parezca extraño. esto se hacía —si bien en forma no explicitada— aún antes de co- 
nocerse el concepto de transformación geométrica. Ya lo hacía Euclides; ¿qué significa, en 


efecto, decir de dos segmentos AB y A'B' (fig. 16) que el segundo es congruente al prime- 
ro? Significa que existe una isometría o congruencia C que asigna al segmento AB el segmento 


A 


A A Fig. 16 


A'B’: CIAB) =A'B'. Más aún, el uso de las transformaciones es inevitable pero la enseñanza tra- 
dicional no lo advierte: ya al explicar que una figura F es congruente a otra F’ debemos asignar 
a Cada punto de la primera un punto de la segunda. Ahora bien, precisamente esta asignación 
es una transformación puntual. 


En síntesis, el enfoque dinámico-funcional conduce a hacer franca- 
mente /o que antes se hacía en forma subrepticia: considerar transfor- 
maciones geométricas cuanto antes y utilizarlas explícitamente para de- 
finir y estudiar propiedades y relaciones. 


8.2. Reflexiones sobre congruencia de triángulos 


entonces podemos hablar de pares de lados correspon- 
dientes y de ángulos correspondientes. Por tanto la congruencia (en el 
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B’ 


Fig. 17 


sentido de relación entre figuras) 
cias de lados y tres de ángulos. Pero 


implica tres congruen- 


cuales haya por lo menos una de lados. Esta propiedad se demuestra 


(para cada manera de elegir tres elementos de un triángulo) en los llama- 
dos criterios de congruencia de triángulos 

8.2.2 Recordemos que a de cons- 
a ua y antencs Eb de aaa 


en cada criterio tres etapas de asimilación: 

a. Su comprensión cabal; 

b. El planteo, discusión y resolución del correspondiente problema 
de construir un triángulo; 

c. La demostración del correspondiente teorema. 

Es obvio que comprender cabalmente el significado y alcance de un 
criterio de congruencia (lo cual, como veremos, dista de ser trivial) im- 
porta más que la demostración del teorema, y ésta puede omitirse o 
suplirse con la etapa b. Í 


8.2.3 Concretemos estas consideraciones para el criterio siguiente: 


Con adecuadas denominaciones la implicación (3) se expresa así: 


laza, b=b" y c=) > ABC ~ A'B'C'. (4) 


La etapa a de 8.2.2 se puede apoyar en actividades ambientantes (7.1) 
como las que pasams a describir en 8.2.4 a 8.2.6. 


8.2.4 En los triángulos de la figura 18, los lados a y a’ son iguales: 


a~ a” pues a=a” 


a=a'losea:aC ay a Ca, ver 2.1.3). Por tanto a y a’ son con- 
gruentes pues uno se transforma en “el otro” (o sea, en sí mismo) por la 
transformación idéntica ł, que es una congruencia (ver 6.2.2). Diremos; 
pues; los lados a y a son congruentes por ser iguales. 

8.2.5 Recortemos estos triángulos en cartulina, fijemos el ABC en 
la pizarra y moviendo el otro (en el cual se ha rayado una de las faces 
para distinguir cuándo es directa o inversamente congruente con ABC) 
verifiquemos que b ~ b’ como ilustra la figura 19 (o bien otras tres po- 
sibles, indicarlas). 


A j Fig. 19 


Verifiquemos ahora que c = c” como indica la figura 20 (o bien 
otras tres posibles]. 


Fig. 20 


8.2.6 Hasta aquí hemos constatado que vale el antecedente de la 
implicación (4). Si esta implicación es verdadera, debe valer el con- 
secuente ABC = A'B'C', o sea debe existir una congruencia C que trans- 
forma un triángulo en el otro. Verifiquémoslo como indica la figura 21. 
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Fig. 21 


8.2.7 Ahora debe haber un vuelco hacía la actividad. matemática. 
Este puede iniciarse indagando qué significa el enunciado (3) en el en- 
foque dinámico de las transformaciones geométricas. Sólo después de 
la actividad ambientante señalada (8.2.4 a 8.2.6) es posible conducir 
al alumno a la respuesta correcta: 


C,(a) =A', CC, (b) = b’, Ca (c) =c 
ES no llegue a una tal respuesta no ha comprendido cabalmen- 


te el criterio de congruencia (3). Más aún, es totalmente imposible dar 
un sentido preciso al enunciado (3) sin usar el concepto de transfor- 
mación puntual, acaso implícitamente. La actividad ambientante des 


via muestra que aquí 


8.2.8 Pasemos a la etapa b de 8.2.2, limitándonos a analizar el 
planteo del problema. Si el enunciado 


Construir un triángulo con lados dados (5) 


se toma al pie de la letra, el ““problema”es tan trivial que ni siquiera 
existe. 
Aclaremos este último aserto con el enunciado análogo 
Construir un triángulo con vértices A, 8, C dados. (6) 


Es obvio que si se dan los vértices A, B, C (fig. 22, 1*), ya está determinado el triángulo. 
El problema tiene solución única (si los puntos no están alineados), pero es tan trivial que sólo 


Fig. 22 


por extensión de lenguaje puede liamársele “problema”. 


Igualmente trivial sería el problema (5) pues al darse los lados a, b, c (fig. 22, 2?) ya queda 
determinado el triángulo. 


Pero el enunciado (5) es una forma simplificada (por ''abuso de len- 
guaje”) del enunciado siguiente (fig. 23): 


Construir un triángulo con lados 


congruentes a segmentos a, b, c, dados. t7) 


8.2.9 Con el sentido aclarado en (7) el problema, aunque sencillo, 
no es trivial. Es realmente un problema de geometría elemental. La fi- 
gura 23 indica la manera de hallar una solución si ésta existe (lo cual 
exige una discusión sobre los datos). Si hay una solución, triángulo 
ABC, entonces hay infinitas soluciones, a saber: todos los triángulos 
congruentes al triángulo ABC, y sólo ellos. 


8.2.10 En conclusión: de todo lo que hemos dicho para un solo cri- 
terio y sin su demostración, nada se advierte en la enseñanza tradicio- 
nal, ni puede advertirse debido a la superficialidad y total imprecisión 
del enfoque. 


La falta de una definición geométrica de la congruencia no era imputable a la enseñanza si- 
no al desarrollo científico de la geometría misma, hasta llegarse a revisiones críticas en el si- 
glo XIX, pero desde épocas muy lejanas se advirtió esa falla, 

En los “Elementos” de Euclides el concepto de congruencia de figuras se presenta como 
posibilidad de '"superponerlas”” mediante un '"movimiento rígido”, como intuición fisica cu- 
yo alcance no se aclara, y no como concepto geométrico. Ya remotos comentaristas de Eu- 
clides, como J. Péletier (siglo XVI), objetaron esta presentación, y hay en los Elementos” 
indicios de que al mismo Euclides le desagradó el método, pero lo usó acaso por seguir tra- 
diciones más remotas, o más probablemente por no haber podido hallar un enfoque menos 
objetable. Precisamente en demostraciones sobre congruencia de triángulos objeta Péletier el 
uso de los desplazamientos” con argumentos sólidos, similares a los de críticos modernos. 


8 9. LA SEMEJANZA 


9.1 Tratamiento tradicional y construcciones instrumentales 


9.1.1 Todos tenemos una noción intuitiva muy clara acerca de la se- 
mejanza de figuras cualesquiera y no dudamos de que una fotografía y 
su ampliación son figuras semejantes. Pero, a poco que se reflexione so- 
bre el tratamiento geométrico tradicional de la semejanza, se advierte 
su radical incoherencia. Nunca se llega a una definición general; se de- 
fine primero la semejanza de triángulos, luego la de polígonos (entre los 
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cuales están los triángulos) y tras un camino trabajoso por falta de na- 
turalidad se logra a la postre definir la semejanza para una reducida cla- 
se de figuras. 


9.1.2 Para la semejanza de triángulos basta con exigir una sola de 
estas condiciones (en este caso equivalentes): 


isogonalidad. o lados proporcionales. (1) 
Para lade polígonos cualesquiera son necesarias ambas: 
isogonalidad. y lados proporcionales o (2) 


(por ejemplo un cuadrado es isogonal con un rectángulo no cuadrado, 
pero no es semejante a él): Y para poligonales o quebradas ni siquiera 
(2) basta. Por ejemplo en las quebradas marcadas sobre una cuadrícula 
en la figura 24 todos los lados son congruentes y lo mismo todos los 
ángulos (que son rectos), pero no hay allí dos quebradas semejantes. 


== q oo qee qe joo --- 
1 1 i t 


9.1.3 En la enseñanza tradicional de la semejanza cabe destacar es- 
tos dos aspectos que urge corregir: 

a. Su inmutabilidad ofrece un marcado contraste con el desarrollo de 
medios instrumentales para producir figuras semejantes a otras; 

b. Sus fallas son más pronunciadas que en otros temas. 

Dispositivos mecánicos u Ópticos dan instrumentos cada vez más efi- 
caces y precisos para obtener figuras semejantes a otras figuras dadas. 
Pensemos en el pantógrafo para re-dibujar croquis o planos en escalas 
dadas, en dispositivos Ópticos para amplificar fotografías, proyectar dia- 
positivas o películas, etcétera. Mientras los instrumentos construyen fi- 
guras semejantes, permanece inmutable una enseñanza ajena a recursos 
operativos o constructivos sistemáticos, y aquí hallamos la raíz de las 
fallas señaladas en b. 

El problema es superar estas fallas eliminando su raíz, que es la falta 
de un método constructivo. Y las consideraciones anteriores nos sugie- 
ren un camino natural: sí los instrumentos construyen con eficacia, 
¿por qué no imitarlos? 

Busquemos, pues, en los instrumentos mismos las pautas de orienta- 
ción para implementar una enseñanza con métodos operativos y cons- 
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tructivos. ¿En qué se basan todos esos instrumentos?, ¿qué hacemos 
siempre al usarlos? Por ejemplo al dibujar con un pantógrafo o al pro- 
yectar una transparencia. En todos los casos aplicamos una homote- 
cia (4.4.1) que es una transformación puntual. Esta observación nos da 
la pauta para introducir de una sola vez una definición general de se- 
mejanza, aplicable a figuras cualesquiera. Veremos a continuación que 
esto puede hacerse de manera particularmente sencilla mediante dos 
transformaciones puntuales que ya hemos definido, la homotecia y la 
congruencia, sin más que aplicar el método explicado en 8.1 para pasar 
de una transformación puntual cualquiera a la correspondiente rela- 
ción entre figuras. 


9.2 Lasemejanza como transformación y como relación entre figuras 


9.2.1 Cuando miramos una fotografía y su ampliación seguimos di- 
ciendo que son figuras semejantes aunque ya no sean homotéticas. Pe- 
ro se puede lograr que lo sean- moviendo una de ellas. Esto nos da la 
pauta para definir: 

Llamaremos semejanza a toda transformación puntual que sea una 
composición de homotecias y congruencias. 

Puesto que la identidad l es una homotecia (de razón 1) y también una congruencia, tan- 
to una congruencia € como una homotecia H son semejanzas pues pueden escribirse así: 


C =l o C, H —H o l, como composiciones de homotecia y congruencia. En particular, /a 
transformación idéntica | es una semejanza. 


9.2.2 Puesto que la transformación inversa de una homotecia es una 
homotecia, y la de una congruencia es una congruencia, resulta de la de- 
finición de semejanza: La transformación S”* inversa de una semejan- 
za S es también una semejanza. 

De aquí resulta a su vez (puesto que | es una semejanza, 9.2.1): El 
conjunto S de las semejanzas es un grupo con respecto a la composi- 
ción. 

9.2.3 (Confrontar con 8.1.1) Definida la semejanza S como transfor- 
mación puntual, por paso a las partes (4.1.3) se define para cada figura 
F su figura transformada por la semejanza S: 

F’ = S(F) =[P";P"=S(P) con PEF) (3) 

Esta es la base para definir la RELACION de semejanza de figuras: 


DEFINICION. Una figura F’ se llama semejante a una figura F SI EXIS- 
TE una (transformación puntual de) semejanza S tal que F' = S(F). 


9.2.4 (Confrontar con 8.1.2) Veamos que la semejanza de figuras tie- 
ne la propiedad recíproca: Sí F' es semejante a F, entonces F es seme- 
fante a F”. 


En efecto, F’ =S(F) equivale a F =g (F) y vimos en 9.2.2 que la transformación inver- 
sa de una semejanza es una semejanza. 


Si F’ es semejante a F, y por tanto F semejante a F’, diremos que F y 
F” son semejantes. 


9.2.5 Hemos partido de la semejanza como TRANSFORMACION pun- 
tual para definir y estudiar la RELACION de SEMEJANZA DE FIGURAS 
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(confír. 8.1.6). 

Este método funcional tiene, además de su gran sencillez, tres venta- 
jas importantes: 

a. De una sola vez se cubren todos los casos posibles:figuras de toda 
índole, rectil íneas o no; 

b. La definición es figurativa, es decir, fácilmente visualizable; 

c. La definición es constructiva, el alumno construye geométrica- 
mente el transformado de un punto cualquiera, realizando así una au- 
téntica actividad matemática (7.1). 
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Influencia de las computadoras y la informática 
en la matemática y su enseñanza 


(Segunda Parte) 
Documento de discusión de la Comisión Interna- 
cional de Enseñanza de la Matemática (International 
Commission on Mathematical Instruction - ICMI). 


preparado por 


R.F.Churchhouse, B. Cornu, A.P.Ershov, A.G.Howson, 
J.P.Kahane, J.H.van Lint, F.Pluvinage, A.Ralston, 
M. Yamaguti. 


Cumpliendo con lo anunciado en el número 1, completamos en este número la traducción 
al español de este documento de la Comisión Internacional de Educación Matemática. En base 
a este documento de discusión se realizó en Estrasburgo, en marzo de 1985, un Simposio 
Internacional en donde se elaboró un documento final, publicado por la editorial Cambridge 
University Press y titulado: 

The Influence of Computers and Informatics, and its teaching. Proceedings of the Symposium 
Eds. Howson,A.G.; Kahane,J.P. 

La recolección de todos los trabajos presentados al simposio pueden solicitarse a M. l'Agent 
Comptable de L'ULP, C.C.P. Strasbourg, 550644, adjuntando el pago de 100 F.F. e indicando 
el título: 

Sup. Pap. Commission Internationale de l'Einsegnement Mathematique (Ed): The influence 
of Computers and Informatics on Mathematics and ¡ts teaching. —Supporting papers— Strasbourg: 
IREM, 1985. 

Finalmente, los sucriptores de Elementos de Matemática interesados en recibir una foto- 
copia del informe sobre el Simposio que fuera publicado en el Zentralblatt für Didaktik der 
Mathematik (en inglés), pueden solicitarlo a la Dirección de esta revista. 


2. Los efectos de los computadores sobre las curricula 


Las curricula de estudios son, generalmente, el producto de una larga 
tradición, siendo su evolución gobernada principalmente por dos fac- 
tores: las necesidades de la sociedad y el estado de cada disciplina. 

Las necesidades de la sociedad pueden ser muy diversas; en cada país 
los estudios preparan para diferentes profesiones, cada una de las cua- 
les tiene sus propias demandas, variando las prioridades según los paí- 
ses. A priori, las necesidades sociales introducen en las curricula un 
elemento de diversidad y aún de divergencia. Pero, refiriéndonos especí- 
ficamente a la matemática, podemos decir que ésta es usualmente un fac- 
tor unificante, cuando los especialistas coinciden entre ellos sobre los 
contenidos esenciales. 
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Esta unidad también responde a una necesidad social: tener un cuerpo 
común de conocimiento y un lenguaje compartido. 

Tenemos entonces para considerar dos series fundamentales de interro- 
gantes: 

La primera relativa a las necesidades de la sociedad; la segunda relati- 
va a las nuevas posibilidades, a las adecuaciones que deben ser realizadas 
como resultado de nuevos requerimientos y a las elecciones sugeridas 
por el estado presente del conocimiento y la técnica. 

Presentaremos entonces,.en primer lugar, tres interrogantes sugeridos 
por el contexto social (el marco institucional a nivel nacional, la ense- 
ñanza de científicos, el medio ambiente industrial, etc.). 
interrogante 1: ¿Hay en cada país nuevas curricula de matemática —per- 
manentes, provisionales, experimentales— motivadas por la introducción 
de los computadores y la informática? (Las respuestas recibidas hasta 
ahora apuntan a la existencia de tales curricula a nivel experimental). 
interrogante 2: La matemática tiene la obligación de servir a otras dis- 
ciplinas: Física, Ingeniería, Biología, Economía, etc. ¿Cuáles son los 
cambios sugeridos por la importancia creciente de los computadores y 
la informática dentro de estas disciplinas? 
interrogante 3: ¿Qué matemática es necesaria para conformar una cul- 
tura científica básica —a nivel universitario— acorde con el nuevo medio 
ambiente industrial? 

Las respuestas que hemos obtenido, provenientes de científicos 
de la computación, apuntan a una fuerte demanda teórica. 

El uso de los computadores y de la informática demanda más mate- 
mática, mejor comprendida, lo que podría conducir a un nuevo equili- 
brio entre matemáticas “puras” y “aplicadas”. 

Hagamos una pausa en este punto antes de plantearnos una nueva 
serie de interrogantes. 

Sin duda, la informática tendrá tres importantes efectos sobre la 
orientación de la enseñanza. En primer lugar, los sistemas simbólicos 
matemáticos transforman en más simples y rápidas de comprender 
cuestiones que anteriormente eran dificultosas y complicadas. 

Hoy existen programas «para evaluar integrales definidas, para re- 
solver ecuaciones diferenciales.y para calcular soluciones explícitas de 
ciertas ecuaciones funcionales; entonces puede ponerse menos énfasis 
que el que anteriormente se ponía en el desarrollo y práctica de los 
métodos clásicos de integración. 

Por otra parte esta enseñanza puede permitir a los estudiantes, ape- 
lando a los sistemas disponibles, salir al encuentro de una mayor can- 
tidad de problemas y así comprender mejor la matemática subyacente 
en ellos. 

En segundo lugar, la informática implica importantes requerimientos 
de matemática discreta: combinatoria, teoría de grafos, teoría de codi- 
ficación. 

Las aplicaciones de la informática en administración, comunicaciones 
e información hacen poco uso del cálculo diferencial e integral, pero re- 
quieren de una gran variedad de estructuras y conjuntos finitos. 

Es aconsejable, entonces, preguntarse si la matemática discreta deber ía 
reemplazar a ciertas partes clásicas del análisis en el conjunto de conoci- 
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mientos básicos con que son provistos los estudiantes, y si ciertos con- 
ceptos fundamentales del análisis podrían ser abordados mediante el 
estudio de situaciones discretas. Por ejemplo, el lugar que ocupan las se- 
ries en los cursos de análisis podría necesitar ser modificado. 

Finalmente, entonces, el efecto general de los computadores y la in- 
formática sobre la matemática tendrá consecuencias inevitables sobre 
la enseñanza de la misma, sobre la importancia atribuida a los distin- 
tos temas y en el orden elegido para la presentación del material. 

En todas las ramas de la matemática es posible contemplar a los com- 
putadores proveyendo experiencias numéricas y visuales con la intención 
de dar alas a la intuición. Es posible también favorecer la presentación 
algorítmica de teorías y pruebas. 

Las anteriores observaciones nos conducen a plantear la segunda serie 
de interrogantes: 
interrogante 4: ¿Cuál es la matemática subyacente a los sistemas mate- 
máticos simbólicos? ¿Cómo deben ser introducidos ellos en el curri- 
culum? 
interrogante 5: ¿Qué matemática discreta debería ser introducida? 
interrogante 6: ¿Qué cambios pueden contemplarse en el orden de pre- 
sentación de los distintos temas (series antes de integrales, estadística 
antes de probabilidades, etc)? 
interrogante 7: En particular, ¿qué elementos de lógica, análisis nu- 
mérico, estadística, probabilidades, geometría, pueden ser introduci- 
dos desde el inicio de los cursos universitarios? 
interrogante 8: ¿Cuáles son los cambios previsibles en la manera en que 
los distintos temas son presentados, particularmente teniendo en cuen- 
ta los algoritmos disponibles? (Método de Newton para resolver ecuacio- 
nes, fracciones continuas para los números reales, polinomios interpo- 
lantes en integración, triangulación en álgebra lineal). 
interrogante 9: (de la mayor importancia) ¿Qué contenidos pueden ser 
omitidos en los cursos de fundamentación? 

Los cambios que se lleven a cabo en las curricula tendrán consecuen- 
cias obvias en la formación de los educadores en matemática. Además 
de proveerlos de los conocimientos de computación e informática que 
ellos necesitan debemos prepararlos para enseñar matemática de una 
nueva manera. Este problema se acentúa especialmente ante la necesi- 
dad de capacitar a los profesores actualmente en ejercicio de sus fun- 
ciones. 


Proponemos entonces el siguiente interrogante? 
interrogante 10: ¿Qué elementos de Computación e Informática deben 
ser introducidos en la formación de los profesores, y cómo pueden ellos 
ser preparados y auxiliados para enseñar matemática en una nueva for- 
ma acorde con el nuevo contexto computacional? Es de destacar que ya 
existe alguna experiencia en el área. 
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3. El Computador como auxiliar en la enseñanza de la matemática 


3.1. Efectos generales de los computadores 


El uso de los computadores compele no solamente a reconocer en el 
ámbito de los experimentos una fuente de ideas matemáticas y de ilus- 
tración de resultados, sino también un lugar donde se lleva a cabo una 
confrontación permanente entre la teoría y la práctica.. Esto último plan- 
tea un problema, que puede ocurrir en la capacitación tanto de profe- 
sores como de estudiantes, el de promover una actitud experimental 
(observación, confrontación, control de variables...) y ésta debe obte- 
nerse conjuntamente con la actitud matemática (conjetura, demostra- 
ción, verificación...) ¿Es ésto suficiente para hablar, como algunos lo 
hacen, de “matemática experimental“? 

Tenemos ahora un triángulo, estudiante-profesor-computador, donde 
existía una relación dual solamente. 

¿No existirá el peligro de que, a fin de preservar tanto como sea posi- 
ble la relación tradicional alumno-profesor, el trabajo de los alumnos so- 
bre el computador se restrinja a las actividades más simples que sean 
“sin riesgo” para el profesor? 

Los estudiantes son conocedores (como resultado del medio ambien- 
te y los medios de difusión) del amplio campo de uso de los computado- 
res y sus periféricos, incluso de la interconexión de sistemas y de los ban- 
cos de datos. Ellos han visto gráficos espectaculares expuestos en una 
pantalla o trazados.por un graficador. 

Como resultado de esto los estudiantes tienen nuevas expectativas 
con respecto a la enseñanza en general y a la de la matemática en par- 
ticular. ¿Cómo puede ser usado el computador a los efectos de satisfa- 
cer estas nuevas expectativas? 

En adición a los cambios de interés a que la informática conduce de- 
bemos dirigir, también, la atención a los cambios en la dificultad de ejer- 
cicios y problemas. 

No solamente podrá el uso de un computador cambiar el orden de di- 
ficultad de los ejercicios, sino también podrá cambiar las dificultades re- 
lativas de las variadas maneras de resolver el mismo ejercicio. ¿Cómo se 
podrá arribar a nuevas jerarquías y tenerlas en cuenta para la construc- 
ción de ejercicios? 


3. 2. Objetivos y modos de operación 


Existen varias modalidades de uso de un computador en educación. 
El profesor puede usarlo como un “pizarrón” del mismo modo en que se 
procede cuando se realizan demostraciones en ciencias experimentales. 
Sin embargo, el uso de un computador interactivo permite un más al- 
to grado de interacción con la audiencia. Este particular modo de uti- 
lización ha sido experimentado en varios lugares, pero su implantación 
plena depende de la provisión de un cada vez más variado software. 
¿Cuáles son los requerimientos específicos que deben ser satisfechos 
por este software? 
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El computador puede ser utilizado por los estudiantes individual- 
mente o en grupos de dos o más, a fin de llevar a cabo un trabajo pre- 
determinado (esto es realmente instrucción programada adaptada para 
trabajar sobre un computador; desafortunadamente parece haber muy 
poco software de este tipo que tenga algún interés). 

De una manera similar el computador puede proveer al estudiante 
con una permanente y accesible forma de autoevaluación. 

Otro uso de los computadores es para "trabajos prácticos”: la ma- 
nipulación experimental de objetos matemáticos (tratamiento esta- 
dístico de datos, exploraciones geométricas, manipulación de funcio- 
nes...) . 

Se ve entonces, la necesidad de desarrollar "bancos de software” 
para proveer del debido soporte a los profesores y para encarar perfec- 
cionamientos posteriores. 

Este software que debería ser obtenible por todos, debería encontrar- 


se en los “centros multimedio” de las instituciones educativas a la par 
de los textos escritos, películas, etc. 

La preparación de software requiere de la habilidad conjunta de ma- 
temáticos especialistas en computación y profesores experimentados. 
¿Cómo debería coparticiparse el trabajo, y dentro de qué contexto ins- 
titucional? 

Finalmente, otro uso del computador en la escuela o universidad, es 
en el contexto de los “clubes de computación”. Después de un período 
inicial de familiarización, son los usuarios o miembros del club los res- 
ponsables de determinar los pasos a seguir. Este tipo de trabajo es de re- 
levancia, no sólo para los estudiantes, sino también para los profesores. 


3. 3. El tratamiento de áreas particulares 


Los periféricos utilizados (pantalla, impresora, graficador, etc.) deter- 
minan diferentes maneras de utilización de la herramienta informática. 
La adaptación a la matemática plantea algunos problemas generales ta- 
les como el manipuleo de una escritura simbólica que no se realiza por 
líneas, a despecho de la secuencia aparentemente lineal de caracteres 
en un texto normal. Por ejemplo, consideremos los diversos métodos 
empleados para reducir a una forma lineal proposiciones matemáticas a 
menudo mejor presentadas bajo la forma de un diagrama arbolado. 

Mencionemos ahora, distintos métodos de empleo del computador 
en varias ramas de la matemática. En cada una de estas ramas destaca- 
remos el rol central de la visualización, de la experimentación, de la si- 
mulación y de la manera en que el computador alienta la generación y 
el refinamiento de conjeturas. 

Primero, sin embargo, plantearemos una cuestión general. Un cier- 
to número de conceptos fundamentales a menudo se utilizan en la 
enseñanza de la matemática de una manera implícita, por ejemplo, 
la lógica intuitiva, el concepto de variable, el concepto de función, 
etc. ¿Puede la informática ayudarnos a dar más precisión y a incremen- 
tar la comprensión de tales conceptos? 
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Estadística y probabilidades; procesamiento de datos: El computador 
permite el procesamiento de datos en gran escala. El problema de clasi- 
ficar datos en clases no es ya relevante. La simulación es una herramien- 
ta que puede tener un lugar en la teoría de probabilidades similar al 
de graficar en geometría. Esto es posible gracias a las técnicas de se- 
lección pseudo aleatorias que proveen de “realidad” a todo tipo de 
situación concebible. 
Geometría: La producción de imágenes gráficas (vistas en perspectiva 
de objetos en el espacio, órbitas, etc.) y el concepto de diseño asistido 
por computadora (software gráfico) son extremadamente adecuados 
para el desarrollo y aliento de la intuición. 

Ellos hacen posible la exploración de objetos geométricos y figuras, 
y proveen el acceso a nuevas figuras, ¿Qué cambios introduce la grafica- 
ción mediante un computador con respecto a la geometría construida en 
base al uso de la regla y el compás? 
Algebra lineal: El enfoque algorítmico suministra herramientas para las 
demostraciones matemáticas y nos conduce a enfocar de una manera 
diferente el estudio de temas como inversión de matrices y resolución de 
sistemas de ecuaciones. La visualización puede aportar a la intuición, 
por ejemplo para el estudio de autovalores y diagonalización. ¿No me- 
recen ocupar un lugar las técnicas como las del método simplex? 


GRAGEAS 


1.— En una empresa existen los puestos de cajero, promotor y visita- 
dor, que están desempeñados por Burton, Juanes y Pérez (no citados en 
orden necesariamente respectivo). El visitador, que es hijo único, es el 
que menos gana. Pérez, que está casado con la hermana de Burton, gana 
más que el promotor. ¿Cuál es el puesto de cada uno? 


Solución: Burton es el promotor, Juanes el visitador y Pérez el cajero. 


2.— En las siguientes cuentas (que resultan más pintorescas si se las lee 
en inglés) cada letra representa una cifra entre O y 9 (la misma en ambas 
cuentas). Averiguar el valor de cada letra para que el resultado de ambas 
cuentas sea correcto: 


NINE NINE 
TEN ONE 
TWO ALL 


Solución: NWIATOEL 
12356890 


Propuestas Didácticas. 


Lic. Lucrecia Delia Iglesias 


Las nociones geométricas en la escuela secundaria deben ofrecer al 
alumno un medio de construir con el mayor rigor posible y con la 
mayor eficacia, una representación interna de estructuras espaciales. Lo 
difícil, para el profesor, es conciliar ambas exigencias porque el rigor 
suele interpretarse como estricto desarrollo de un sistema axiomático y 
la eficacia depende del desarrollo evolutivo del pensamiento de los 
alumnos. 

Al promediar la escuela secundaria es, en general, muy difícil que los 
alumnos puedan hacer uso de un pensamiento formal que les permite 
construir estructuras espaciales a partir de propiedades demostradas 
como teoremas. Pueden reproducir deducciones ajenas como un enca- 
denamiento de enunciados reflexivamente ligados, pero no quedan 
incorporadas como instrumentos útiles en el marco asimilador por 
carecer de suficiente evidencia. Así, el mismo alumno que puede repetir 
el texto del teorema de Pitágoras y aún reproducir paso a paso su 
demostración no vive como una necesidad intrínseca de los triángulos 
rectángulos el que los datos numéricos de las medidas de sus lados sean 
ternas específicas que no se pueden elegir arbitrariamente. Podemos 
asegurar que “'triángulos rectángulos” con lados 3, 5 y 6 ó 4, 6, 7 de 
medida, son mucho más frecuentes que lo deseable. 

Por eso la necesidad de dirigir, en primer término, el aprendizaje 
hacia la construcción intuitiva de las propiedades espaciales de manera 
que sean incorporadas al marco asimilador con un aceptable grado de 
evidencia que permita asegurar la disponibilidad de las nociones. Si se 
logra, los intentos posteriores de establecer la ubicación de las propie- 
dades en la trama deductiva de un sistema axiomático, encontrarán 
esquemas previos que aportarán un sostén intuitivo a la reflexión. No se 
nos escapa el peligro que entraña la posesión de estructuras armadas: 
ellas pueden llegar a actuar, si son rígidas, de un modo selectivo recha- 
zando el nuevo enfoque. Por eso la necesidad de una construcción 
verdaderamente operatoria, que cuente tanto con la intuición como con 
la abstracción reflexionante. 

La guía que sigue está destinada a la construcción de la proporciona- 
lidad entre segmentos, por vías de la intuición. 
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Para completarla, los alumnos requieren un marco asimilador que les 
permita: 


e establecer razones entre números reales; 

e conocer proporciones entre números reales; 

e calcular cuarto y medio proporcional de una proporción; 
e completar tablas de relaciones; 


Guía de trabajo 


1. a) Dibujar los segmentos AB y CD, de modo que AB tenga medida 
4 y CD, medida 6 (en algún sistema de unidades). ¿Cuál es la razón en- 


tre sus medidas? ¿puedes expresarla con una fracción equivalente más 
simple? 


__ b) Ahora se trata de elegir dos medidas proporcionales a las de AB 


y CD y construir con ellas dos segmentos MN y PO. Escribe la propor- 
ción entre las medidas y dibuja los segmentos MN y PQ. 


2. Elige medidas para los segmentos RS, TU, XY, ZW, de modo que, 
en ese orden, formen una proporción (¿puedes elegir O? ¿por qué?). 
Dibuja los cuatro segmentos. 


3. Lee las siguientes definiciones: 


Dados dos segmentos AB y CD, llamaremos RAZON entre los 
mismos a la razón entre sus medidas, siempre que la medida de 
CD sea distinta de O. TA PEO 

Dados cuatro segmentos: AB, CD, EF, GH, en ese orden FOR- 
MAN UNA PROPORCION si y sólo si la RAZON entre AB y CD es 
igual a la razón entre EF y GH. 


a) Completa el cuadro con la razón de cada segmento consigo 
mismo y los demás: 


b) Entre los segmentos de a) ¿hay segmentos proporcionales? Si 
es así, escribe la o las proporciones que justifican tu respuesta. 


4. ¿Qué medida debe tener el segmento AB (incluido en la semirrec- 


ta de origenB a la que no pertenece C) para que AB, BC, CD y DE sean 
proporcionales? ¿Cómo la averiguaste? 


B C E 


Escribe la proporción entre segmentos. 


5. Dibujar el segmento PO 1 RS de modo que sea medio proporcio- 
nal entre RO y OS. Escribe la proporción entre segmentos 


| R O S 
A 


Hasta aquí las propuestas han sido planteadas y resueltas usando ins- 
trumentos para averiguar medidas de segmentos y calculando en fun- 
ción de los datos numéricos obtenidos. 

A continuación se trata de anticipar la existencia de segmentos pro- 
porcionales, por las relaciones conocidas entre los lados de ciertos 
cuadriláteros, sin medir. 


6. Escribe las proporciones que puedas prever reconociendo los cua- 
driláteros que siguen: 


B 
H J 
A C 
D 
E F 
J 
H G 


En lo que sigue vamos a abordar un caso muy especial de propor- 
cionalidad entre segmentos. Se trata de un resultado debido a las in- 
vestigaciones del matemático y filósofo griego Thales de Mileto (si- 
glo VI antes de C.). Importa que después de reflexionar sobre su sig- 
nificado, hagas el esfuerzo de recordarlo para poder aplicarlo más 
adelante. 


7. Dibuja cuatro rectas paralelas: a, b, c, d. Corta las paralelas con 
dos transversales: t y t'. 

Llama A, B, C, Da las intersecciones de a, b, c, d con t. 

Llama A”, B’, C’, D’ a las intersecciones de a, b, c, d con t’. 


b) Si dos segmentos: uno en t y otro en t', están comprendidos 
entre las mismas paralelas, diremos que son correspondientes. Com- 
pleta la tabla: 


...es correspondiente de... 


c) Se puede demostrar la siguiente propiedad: 


TEOREMA DE THALES: si dos o más paralelas son cortadas por 


dos transversales, dos segmentos cualesquiera de una de ellas y 
sus correspondientes en la otra forman una proporción. 


Trata de interpretar el significado de este enunciado sobre tu pro- 
pia figura y escribe algunas de las proporciones que valen en tu dibujo, 
según lo establece esta propiedad. 


8. 
t t Construir sobre t' dos 
A segmentos proporciona- 
B les a AB y CD, sin me- 
dir. 
C 
D- 
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9. Construye B de modo que = — ¿tienes que medir? 
SI-NO, ¿por qué? OB OB 


A (0) A' B' 


10. Construye, sin medir, el segmento GH, cuarto proporcional 
entre los dados (puedes «ayudarte con un compás para transportar 
segmentos). 

A B 


€ HD 


EF 


3.— El principio de inducción completa (también llamado de induc- 
ción finita o de recurrencia) se enuncia habitualmente así: Si una pro- 
piedad P (aplicable a números naturales) es válida para el número O y 
si, además, la suposición de que P es válida para n implica que P es vá- 
lida para n + 1, entonces la propiedad P es válida para todos los núme- 
ros naturales. Un enunciado más general (que, sin embargo, se puede de- 
mostrar a partir del anterior) se obtiene reemplazando el número O por 
un número natural cualquiera ny; en tal caso la conclusión es que la 
propiedad P es válida para todos los números naturales mauores o igua- 
les que ng. Pero hay otra formulación muy interesante según la cual, en 
vez de pasar de na n + 1, se pasa de todos los menores que n, a n. 
Esta formulación es la siguiente: Si una propiedad P (aplicable a núme- 
ros naturales) es tal que, para todo número natural n, la suposición de 
Continúa Pág. 35 
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Los problemas matemáticos en el aula. 


Prof. María Esther S. de Hernández 


_ 
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. El número de alumnos de una escuela está comprendido entre 500 


y 1000. Si se los reúne en grupos de 18, de 20 ó de 24 alumnos, siem- 
pre restan 9 de ellos. Hallar el número de alumnos e indicar si pueden 
disponerse en un cuadrado. 


. Hallar los enteros positivos a y b tales que a + b = ab. 


(Sugerencia: demostrar primero que si se cumple la igualdad dada, 
necesariamente a = b). 


. Determinar el polinomio p(x) tal que x5 — 1 = (x — 1) p(x) y utilizar 


el resultado obtenido para hallar una fracción igual a la suma 
1 1 ai 
1 tito A a 


. Resolver log x + log y = 1 (log. decimales) 
x? + y? =29 
. Hallar x tal que 12.2% + 1 = 27X 


(Sugerencia: hacer 2* = X) 


. Determinar los números naturales n = du tales que n = 3.d.u 
.Sea G el baricentro de un triángulo ABC; M, N y P son los puntos 


medios de los lados BC, CA y AB respectivamente. Se determinan 
G4, G3 y G3, respectivos simétricos de G con respecto a M,NyP. 


a) Comparar los vectores AG y Ci BG y y 66s; CG y GG, 
b) Deducir que G; Ga es equipolente a BA 


c) Demostrar que los triángulos acy G, 6» Ga son correspondien- 
tes en una congruencia o isometría que se pide determinar. 


. Sean r y r' dos rectas paralelas. Sobre r se considera un vector no nu- 


lo AB y sobre r' un vector AB equipolente a 2AB 

a) Demostrar que las rectas AA’ y BB' son secantes. 

b)Si M es el punto de intersección de las rectas AA' y BB', probar 
que M pertenece siempre a la recta r”, simétrica de r' con respecto 
a r; esto es que no depende de las posiciones de los vectores dados en 
ryenr', 


9. Se trata de determinar el ángulo x tal que 


T V5-—1 
x€[0,=] y cosx= 
[ z) Y 7 
Para ello se propone: 
a) Calcular cos 2x 
b) Calcular cos 4x 
c) Establecer la relación que resulte entre cos 4x y cos x 


d) De la relación anterior, deducir una ecuación que permita hallar x 


Soluciones de problemas del número anterior 


1. Una solución (nivel de alumnos de primero o segundo año) 
Pueden presentarse los casos a=bwva>buya<b 


Sia=b, entonces Ê ¿e 1. Por lo tanto 
a 


a,b 
=+=2 1 
e (1) 


Si a > b, entonces 3c: (c EZ* A a = b + c). Se tiene así que: 


a, b_b+c b c b cb +c? + b? 
+= a e XA į O A A ] 4 
b a b b+c b b+c b? + bc 
a,b cb + b? c? c? 
CE A A, e A 
b a b? +cb b? +bc b? + bc 
A S- 
Keme b,cEZ oe EZ* y por lo tanto 
n2 
2+ Ebo >2 Luego: 
3.253 (2) 
b a 
Si a < b, entonces :b > a y un razonamiento análogo al anterior 
conduce a la conclusión (2) 
h 
De (1) y (2): 24252 
b a 


Otra solución (nivel de alumnos de cuarto año) 


De acuerdo con la relación existente entre los coeficientes y las raíces 


de una ecuación de segundo grado en x, las fracciones Ê y pueden 


pensarse como raíces de la ecuación 


É a b 
x? +px+q= conp=- (+£ =,= 
p q=0 p f zya ba 


=] 


o sea, de la ecuación 
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EEEE =0. Por lo tanto 


*/(2+Bp 4 
E a 


+? 
a 


La existencia de las raíces racionales y 2 implica que 
Am(242)2 -4>0 o sea (2 4 By >4 
b b a 
a,b a,b 
Entonces Fu NEO ¿A por serlo a y b 


242-244 2. Por lo tanto 


b a p 
ipsos 
b a 
. Si mcd(a,b) = 354, entonces a = 354 a' , b = 354 b' y a',b' son co- 
primos. 
De a + b = 5664 se tiene que 354 (a' + b') = 5664. Por lo tanto. 


a +b'=16 

Se trata entonces de hallar dos números coprimos a” y b' cuya suma es 
16. 
Se presentan los casos a =9 y b'=7 ; a =3 y b=13 ; 
a =5yb' =11, y por lo tanto las posibilidades siguientes: 

a=3186 y  b=2478 

a=1062 y  b=4602 

a=177/0 y  b=3894 


. De acuerdo con el enunciado se busca x E Z tal que a + x? = y? 


con y EZ, osea tal que yê — x? =a o bien 
(y +x) ly-x)=a (1) 
En el caso a = 37, como 37 es primo, uno de los factores de (1) es 
igual a 1 y el otro es igual a 37. Se tiene entonces 
fy+x=1 o bien y +x=37 
ly -x =37 y=ox=1 
En ambos casos, resulta 2y =38 . Por lo tanto: 


y=19 , x=-18 
Ó y=19 , x=3>+18 
Efectivamente se verifica que 
37 + (+18)? =37+324=361 y  361=19? 
En el caso a = 65, setiene65=1x65 o 65= 5x 13. De la prime- 
ra posibilidad y por (1) se tiene 
fy+x=1 o bien [y +x=65 
Y x=65 pex al 


Resulta 2y=66  . Porlo tanto 
y = 33 x = —32 
ó y=33 x=32 
La verificación queda por cuenta del lector. 
En el tercer caso propuesto, a = 130 que admite los factores primos 
2,5y13. 
Entonces la expresión de 130 como producto de dos factores, pue- 
de ser 
1.30 ;2.65 ;5.26 ; 10.13 
En cualquiera de estos casos un factor es par y el otro es impar. Lue- 
go 
si y + x es par, entonces y — x es impar 
si y + x es impar, entonces y — x es par. 
En ambas situaciones la suma (y + x) + (y — x) = 2y es impar y en 
consecuencia y É Z. O sea, en el caso a = 130, no hay solución. 


Nota.— Para hacer más simple el análisis de los casos propuestos, se 
ha omitido la consideración de los divisores negativos. Como el lector 
puede verificarlo, no varía el resultado obtenido para x; sólo se obtie- 
ne para y, valores opuestos a los anteriormente hallados, lo cual no 
afecta a la relación propuesta, pues en ella interesa y? . 


6. Se tiene que m y n son enteros positivos tales que 
m<n y nim? (1). Además: mcd(m,n) = d 
y m=dm, , n=dn;, (2) 
Se pide demostrar que n, Í d y que n es divisible por un cuadrado 
perfecto. Entonces: 
de (1), existek€Z: m? =nk.  Deesto y (2) 


d? m? = dn; k ycomodA o 
dm? =n,k 
De la igualdad anterior: nı tam ó n dm (3) 
De (2): mı y n; son coprimos (4) 
De (3) y (4): n; |d ,oseaexistepEZ:d=pn; 
Entonces: dn; = pn? , O sea n = pn? 
es decir nin 
Luego: n es divisible por un cuadrado perfecto 


10. Es obvio que las dos guías no pueden ser ambos de la tribu A, que 
son siempre veraces, pues hubiesen mentido al afirmar que el otro es 
B. Si uno de ellos es un A, entonces es cierto que el otro es un B. Es- 
te, entonces ha mentido al decir que el primero es un B; por lo tanto, 
miente al decir cuál es el 1° en el concurso de destreza y es veraz al 
decir cuál es el 2”. Pero como el A dice siempre la verdad resulta 
contradictorio que el 2° sea B y sea A según las respectivas afirma- 
ciones. No pueden ser un A y un B. Tampoco pueden ser un A y un 
C pues el A hubiese mentido al decir que el otro es un B. 

Luego quedan las siguientes posibilidades: 
a) ambos son B ; b)unoesB y el otro es C ; c} los dos son C 
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a) Si ambos son B, dijeron la verdad en la primera afirmacion; luego, 
segun su costumbre, dicen la verdad en la 3? afirmación o sea según 
uno de ellos el segundo puesto en la clasificación corresponde a un B 
y según el otro es un A, lo cual es contradictorio. No pueden ser am- 
bos de la tribu B. 

b) Si uno es B y el otro es C, es imposible que el 2° hubiese afirmado 
que el primero es un B pues los C mienten siempre. No pueden ser 
unB y unC. 

Por lo tanto, ambos son de la tribu C que mienten siempre. Entonces, 
de acuerdo con sus respectivas afirmaciones: 

el 1° en la clasificación no es A ni C, o sea es B 

el 2° en la clasificación no es B ni A, o sea es C 

el 3° en la clasificación no es C ni B, o sea es A. 


FE DE ERRATAS 


Del artículo Algoritmos para el cálculo de algunas funciones elementa- 
les”, Volumen |, número lIl, Abril de 1987. 


Pág. 34 línea 17 
donde dice (xy 0) debe decir (xp > 0). 


Pág. 34 línea 7 desde abajo. 


£ . .. a 
Falta el paréntesis que debe encerrar la expresión xy +—. 


Xo 
Pág. 35 línea 2 desde abajo. 
Donde dice “calcular a” debe decir “calculara/ a”. 


Pág. 39 último renglón. 1 
La raíz cuadrada debe abarcar al cociente 
al numerador. 


+c 
t} 


ú 


n y no solamente 


Pág. 40. 
En el tercer cuadro del diagrama la raíz debe abarcar al cociente 


i +c 
mor A 


Pág. 42. 
En el cuadro de arriba. Donde dice 1 < x < 1 debe decir —1 < 
x<s<1. 
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La computación como recurso. 


por Prof. Elena García 


Números aleatorios 


La generación de números aleatorios se realiza fácilmente en BASIC 
mediante la función RND. Esta función, subestimada por no pocos 
docentes debido a su relación con juegos y pasatiempos, nos permite 
resolver de manera no convencional algunos problemas tradicionales 


y otros cuya solución teórica resulta compleja para el nivel de la escue- 
la media. 


La función RND 


Haremos una rápida presentación de la función RND sin detenernos 
en detalles de sintaxis pues éstos varían en las distintas versiones de 


BASIC y entonces lo conveniente es, como siempre, consultar el manual 
respectivo. 


Cada vez que se invoca a la función RND se obtiene un número alea- 
torio comprendido entre O y 1, por lo tanto al ejecutar estre breve pro- 
grama 

10 RANDOMIZE 
20 FOR C=1 TO 10 
30 PRINTRND 

40 NEXTC 


obtendremos en pantalla una lista de 10 números aleatorios pertene- 
cientes al intervalo (0,1). 


Si sustituimos la línea 30 por la siguiente 
30 PRINT RND*20 


obtendremos 10 números comprendidos entre O y 20. 
Y con 


30 PRINT INT(RND*20) 
diez valores pertenecientes al intervalo natural [0,9]. 
Para generar números enteros pertenecientes al intervalo [A,B] con 
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A y B enteros y A menor o igual B usamos 
30 PRINT INT(RND*(B+1—A))+A 


Usando la función RND 


Generalmente dedicamos muy poco tiempo en nuestros cursos de 
matemática de la escuela media al tratamiento de cuestiones probabil ís- 
ticas, y cuando lo hacemos nos limitamos al estudio de las llamadas pro- 
babilidades “a priori”” que no necesitan de experiencias previas para su 
evaluación, ya que ésta se basa en consideraciones de simetría u homo- 
geneidad de los procesos estudiados. 

Muy raramente trabajamos con probabilidades “a posteriori” o empí- 
ricas, debido a las dificultades con que nos enfrentamos en los cursos 
tradicionales (tiempo y recursos escasos) para generar un número in- 
teresante de experiencias que nos permitan obtener los datos necesarios 
para una correcta evaluación probabil Ística. 

Podemos ahora hacerlo con la ayuda de las computadoras, 

La posibilidad que nos brinda la función RND de generar rápida y fá- 
cilmente secuencias de números aleatorios nos permite encarar la re- 
solución de muchos problemas probabilísticos a través de la simulación 
de experiencias. 

Transcribimos a continuación una serie de ejercicios cuyos resultados 
creemos interesante discutir con nuestros alumnos. 


1. Simular el lanzamiento de una moneda 50 veces y determinar la fre- 
cuencia absoluta y relativa de obtener cara”. Repetir la simulación 
para 100, 300, 500 lanzamientos y determinar el valor medio de las 
frecuencias relativas. Comparar el resultado con la probabilidad de 
obtener cara al arrojar una moneda. 

Sugerencia: generar secuencias de O y 1 mediante la función 
INT(RND*2) 


2. Simular el lanzamiento de tres monedas N veces y estimar la probabi- 
lidad de 
a) sacar dos caras. 
b) sacar al menos dos caras. 
Sugerencia: generar N ternas de ceros y unos, calcular la frecuencia 
relativa del suceso estudiado. Repetir para distintos valores de N y 
calcular el valor medio de esas frecuencias. 


3. Simular el lanzamiento de un dado y estimar la probabilidad de 
a) sacar un número par 
b) sacar un número divisible por 3 
c) sacar un dos o un cinco. 
Sugerencia: generar números pertenecientes al intervalo natural 
1,6 mediante la expresión INT(RND*6)+1 y proceder como en los 
ejercicios anteriores. 


32 


4. Simular el lanzamiento de dos dados y estimar la probabilidad de 
a) sacar dos números iguales 
b) sacar dos números consecutivos 
c} que la suma de ambos números sea menor que 6, 
Sugerencia: generar partes de números naturales entre 1 y 6. 


5. Una familia tiene 5 hijos. ¿Cuál es la probabilidad de que sean tres 
varones y dos mujeres? Suponer que son iguales las probabilidades 
de nacer varón o mujer, 

Sugerencia: Interpretar 1 como mujer y O como varón. Generar 
varias secuencias de quintuplas de 1 y O y calcular la frecuencia re- 
lativa media de que la suma de los elementos de la quintupla sea 2. 


6. ¿Cuántas figuritas habrá que comprar para completar un álbum de 
40? Suponer que no hay figuritas "difíciles". 
Sugerencia: Podemos simular el proceso generando en forma aleato- 
ria números naturales entre 1 y 40. Habrá que determinar cuántos 
números es preciso generar (figuritas compradas) para que aparezcan 
por lo menos una vez todos los números entre 1 y 40, Repetir el 
proceso para hallar el valor medio. 
Es interesante observar además que la probabilidad de “pegar” la 
figurita adquirida es menor cuanto más completo está el album. 


7. Diez cazadores con excelente puntería disparan contra 10 palomas. 
Todos aciertan, pero como dos o más cazadores pueden disparar con- 
tra una misma paloma, algunas de éstas puede no ser herida. Calcu- 
lar el valor medio de palomas no heridas. 

Sugerencia: Generar una secuencia de diez números aleatorios perte- 
necientes al intervalo natural 1,10, por ejemplo: (10, 2, 5, 8, 2, 3, 5, 
1, 9, 2) esta secuencia representa las palomas alcanzadas por los dis- 
paros, e indica que la paloma 10 ha sido herida por el primer cazador, 
la paloma 2 recibió los disparos efectuados por los cazadores 2, 5 
y 10, etc. Tres palomas no han sido heridas: la 4, la 6 y la 7. 

Repetir la experiencia N veces y calcular el valor medio de palo- 


mas no heridas. (Trabajar por ejemplo con N=10, 50 y 100). 
n—1€ 


El resultado teóricoes p para e cazadores y p palomas. 


8. Cálculo de áreas 
Para calcular el área limitada por el eje de las abscisas, las rectas 
x=a, x=b y la parábola y=4—x? 


elijamos en primer lugar, una región que la contenga y cuya área co- 

ames por ejemplo el rectángulo de altura 4 y base de longitud 
—a. 

Pensemos el área rectangular como un blanco contra el que se dispa- 

ran dardos que se distribuyen homogéneamente sobre esa región. 

Cada dardo impacta un punto P del rectángulo de coordenadas 

(Xp: Y p) con a<x,<b ; O<y <4 


Si Y S4x el punto se encontrará en el área sombreada y se con- 
siderará como un acierto. Si en N disparos el número de aciertos es 


2 A ; r -A 
A, podemos afirmar que la frecuencia relativa de aciertos es N y se- 


gún la ley de los grandes números esta frecuencia coincide con la 
probabilidad de acertar, cuando N —> œ 

Como consideramos que la distribución de dardos es uniforme en 
todo el rectángulo, podemos pensar que el número de aciertos A 
está asociado al área buscada, y el número de disparos N al área 
del rectángulo. 


Area sombreada = A . Area del rectángulo 


Para simular los impactos podemos generar N pares de números 
aleatorios X, Y con las siguientes expresiones 

X= RND * (B-A) +A 

Y=4*RND 
y así determinar el número de aciertos considerando como bue- 
nos los pares para ios cuales Y<4—X? 


. El método comentado en el ejercicio anterior puede emplearse pa- 
ra calcular aproximadamente el valor de r. 


1 
o 
i 
i 
I 
l 
I 


Considerar e! área sombreada limitada por las rectas x=0, x=1, y=0 
y la curva x? +y? =1 y el rectángulo de área 1 que la contiene. 


Area sombreada = £ * Area rectángulo 
4 N 
m =4*Ê 
N 
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(A=cantidad de aciertos y N=cantidad de disparos). 


10 REM Cálculo aproximado de Pl 

20 RANDOMIZE 

30 S=0 

40 FOR I=1 TO 10 

50  A=0:N=I/*100 

60 FORJ=1 TON 

70 X=RND:Y=RND 

80 IF X^2+Y^2=1 THEN A=A+1 

90 NEXTJ 

100 Pl=4*A/N 

110 PRINT PI 

120 S=S+PI 

130 NEXT I : 
140 PRINT “valor aproximado de pi="; S/10 


Bibliografía: 


— Programación BASIC - Kemeny-Kurtz 
— Programas comentados de BASIC BASICO - Aguado-Muñoz 
— La enseñanza de la Matemática - Santaló 


que P es válida para todos los números naturales menores que n implica 
que P es válida para n, entonces la propiedad P es válida para todos los 
números naturales. El lector notará la falta de la hipótesis de validez de 
P para el número O, pero en realidad esta hipótesis está escondica, en 
virtud del siguiente argumento: la suposición que se exige para P (hi- 
pótesis inductiva), a saber, que P sea válida para todos los números na- 
turales menores que n, es automáticamente verdadera para n = O (pues- 
to que, al no existir números naturales menores que O, es verdadera la 
implicación: si k es número natural menor que O entonces k cumple la 
propiedad P, pues esta implicación tiene el antecedentes falso). Enton- 
ces, es cierto que P es válida para todos los números naturales menores 
que 0; luego, para que sea verdadera la implicación “Si P es válida para 
todos los números naturales menores que O entonces P es válida para 
0”, se debe demostrar (o establecer de algún modo) que P es válida para 
O. Llegamos así a la conclusión de que, para aplicar esta forma del prin- 
cigio de inducción, se aebe establecer por separado que P es válida para 
O. Aparte de que esta formulación es útil en numerosos casos, su impor- 
tancia fundamental radica en que es generalizable para los números or- 
dinales transfinitos (cosa que no sucede con el enunciado habitual, que 
pasa de n a n + 1). Así, el principio de inducción transfinita se enuncia 
del siguiente modo: Si una propiedad P (aplicable a números ordinales 
cualesquiera) es tal que, para todo ordinal n, la suposición de que P es 
válida para todos los ordinales menores que n implica que P es válida pa- 
ra n, entonces P es válida para todos los ordinales. 
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nn nn PP 


Diálogo con los lectores. 


Prof. Roberto P.J. Hernández 


A 


En momentos de entrar en prensa la edición del presente número de 


la revista, llegó a la dirección de la misma la carta que se transcribe tex- 
tualmente: 


“Sr. Director 
Revista Elementos de Matemática. 


Me permito muy respetuosamente hacerle llegar un comentario 
acerca del problema 8 que aparece en Vol. I, N° 111, pág. 25. El pro- 
blema establece calcular los números complejos z tales que z7” y 
, Sean conjugados. Lamentablemente la resolución hecha allí es 
z 
: z 1 f 
incorrecta. Solución De z” =— $e signe que Iz|=1. 

z 

Multiplicando por z2? ambos miembros resulta z? = 1, Por lo tan- 
to las soluciones son todas las raíces novenas complejas de 1. 

Notar que se puede «tratar más generalmente el problema z^ =2M 
con n, m enteros. 

Muy interesante la Revista 


A. Nónimo” 


No sigue firma, ni dirección, ni teléfono, ni dato identificatorio al- 
guno de su autor(a). 


Qi bien prima en el criterio de todos cuantos colaboran en la redac- 
ción de la revista —como reiteradamente lo ha señalado esta Direc- 
ción en sus edjtorjales— el aceptar toda sugerencia y toda crítica de los 
lectores, así como asumir la responsabilidad de errores cometidos, 
siempre que estos existan y tratar de subsanarlos de inmediato, no co- 
rrespondería esta actitud ni respuesta alguna cuando las observaciones 
se .hacen por medio de un anómino, cuyo destino natural debiera ser 
en todos los casos, el cesto de papeles. 
No obstante lo anterior y en función del respeto que todo lector y 
todo redactor de la revista merece, decidí cursar esa nota a la responsa- 
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ble de la sección Los Problemas Matemáticos en el Aula, dejándola en 
libertad de proceder según lo creyera conveniente, Como consecuencia 
de su espíritu docente, la Sra. de Hernández me hizo llegar la detalla- 
da respuesta que se incluye total y textualmente a continuación: 


Sr. Director: 


He recibido su comunicación a la que se acompaña la nota de un lec- 
tor que se refiere.al problema N° 8 de mi Sección del N° 111, Volumen | 
de la Revista. 

Después de la primera lectura del citado texto, estimé que sería opor- 
tuno considerarlo, no para señalar a su autor los errores conceptuales y 
de procedimientos en que incurre y que lo conducen a una solución 
errónea, sino para capitalizar esos errores, lo cual me daba la oportu- 
nidad de.ofrecer a los lectores un material adicional al que ya había 
elaborado para el número IV. 


1%. El primer error que comete el autor de la nota es no tener en 
cuenta que la resolución de un problema no termina con la eventual so- 
lución hallada. Tan importante como el planteo, idear un plan, ponerlo 
en ejecución y llegar a la posible respuesta es, de acuerdo con los linea- 
mientos de Polya —que ningún docente y ningún alumno debe dejar de 
tener en cuenta— el “mirar atrás”, o sea la revisión crítica del trabajo 
efectuado. En el problema propuesto, era suficiente para el cumplimien- 
to de dicha etapa, la verificación correspondiente; esto es, si la solu- 
ción hallada satisfacía, o no, las condiciones de la hipótesis o datos. 

En la pág. 26 de la revista aludida, después de haber llegado a que los 
z buscados son las raíces quintas de 1, sigue la verificación de que una 
de esas raíces: z4 = cos". + i sea 2% satisface la condición 27 =1_ 

5 5 2 

y z4 no es raíz novena de 1 como es fácil comprobar. 

Es de suponer, además, que los lectores interesados en la cuestión 
habrán corroborado que: también la satisfacen las restantes cuatro raf- 
ces quintas de 1. 


(O, en general, con |z| = 1 y arg (z) sn resulta 
1 14 kr Akr 1 Aka 
T = El 7 pa O 2 = ———— (— == n 
|z" |=| 2 l:arg (21) 6 ¿arg (2?) 7 yagi > 
¿. arg (z7) + arg uy =10kr 2kvr ; osea que z7 yLson 
z? 5 z? 


conjugados). 


Esto debió hacer pensar a quien hubiese llegado a otra conclusión 
como la de que "las soluciones son todas las raíces novenas complejas 
de 1” que la misma no era acertada o, al menos, que había obviamente 
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otras soluciones. 
Si hubiese cumplido con la etapa final de la resolución del problema, 
podría haber constado fácilmente la falsedad de su conclusión. En efec- 


to: las raices novenas de 1 tienen módulo 1 y argumento 2 ; de aquí 
surge que 
N L æ 4 
si arg (z) === , entonces arg l(z?) = 14 Sy arg al -4 E 


y 1 À 
En consecuencia z7 y—z NO son conjugados pues 
YA a 


Ls Okr 10k7 

9 y 9 
mód 27, o sea dichos argumentos no son opuestos. (Salvo para k = 0, 
en cuyo caso z = 1 y z = 1 es raíz n-ésima de 1, Vn:nEN). 


arg (z7) + arg 5 no es congruente con O 


2”. Una vez constatado que la conclusión obtenida es falsa, debe 
seguir la revisión crítica del trabajo efectuado. ¿En qué paso dela pre- 
sente deducción se cometió algún error? 

Revisando el texto que considero como ejemplo, se tiene que la pri- 


» FA s 1 » ” 
mera afirmación: “De z? =— se sigue que |z| = 1” es correcta y ha 
2 


sido deducida en el desáriala de mi trabajo en el número anterior 
de la revista. 
El error aparece en la afirmación siguiente: “multiplicando por z? 
ambos miembros resulta z? = 1”, pues significa admitir que 
2 
= = 1 o sea que z? =Z? (con Izl =1) y esto no es válido para 
cualquier complejo z. Es decir: 
~[Ẹz: (zE t1 Izi =1 =z? =2?)], negación que, según los: conoci- 
mientos elementales del Algebra proposicional, equivale a , 
3z: (Eb a Izl=11 2? +2?). O sea que para probar la falsedad 
del supuesto admitido basta con exhibir un contraejemplo, como ser 
V3 1i = 2 vV.. EN EF 
z=% 11 ipuesizl=1 y Zz? =24+4M2¡ ; 22 =-—35MX¡ 
2 2 2 2 2 2 
osea z? 4z? 


Corresponderá, entonces, considerar para qué z € È se cumple que 
z? =Z?, cuestión que trataremos luego de otras consideraciones. 


3°. En el texto que estamos analizando se hace notar “que se puede 
tatar más generalmente el problema z” =zZ conn, m enteros”. 

Por supuesto, este problema, que llamaré Problema A, no es una ge- 
neralización del propuesto por mí en la revista. La generalización de 
este último es: 


1 
Hallar los z € € tales que z” =— 
zm 
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No obstante la observación precedente y porque de ello podemos 
continuar con el análisis del error señalado en el ítem 2%, consideramos el 


Problema A. Hallar los z € È tales que z” =Z™ con n, m enteros. Es 
inmediato que la ecuación propuesta se satisface para la solución tri- 
vial z=0 Veamos entonces las posibles soluciones no nulas z +0 y 
por lo tanto Izl +0 (1). 

De la igualdad de dos complejos, surge la igualdad de sus módulos: 


iz" |=1Z"| osea, por propiedad de módulos: 

Iz= izm (2) 

ycomo !zl=|Z] caben dos alternativas: 

a).Izl=l|z| = 1. Entonces (2) se cumple para cualesquiera n, 
mez. Ñ 

b) Izl = |ZI# 1. Entonces, como lz| y |Z] además de ser iguales son 
reales positivos por (1) , se puede aplicar logaritmos en (2) : 

n log Izi = m log Iz| con log |z| = log IZI Æ o pues Izl +1, 
lo que permite aplicar propiedad cancelativa de la multiplicación en R 
y resulta 

n=m 


Entonces, existe solución no nula de la ecuación dada si 
Izl=1 y m,n son enteros cualesquiera (M = n y mn + n) Mm 
o lzl*1ym=n 
Pero si bien esta condición es necesaria, no es suficiente, pues la 
igualdad de dos complejos implica, además, la igualdad de los argumen- 
tos*, 
Tal vez aquí sería conveniente recordar qué es argumento de un 
complejo. 
De la representación geométrica (puntual o vectorial) de un com- 
plejo surge que si el complejo z=a + bi 
P(a,b) no es nulo, el vector OP forma con el pri- 
V: mer vector básico OU un ángulo orientado 


(0U, OP) al cual le corresponde como me- 

Oj U dida en el sistema circular un número real 

&, determinado salvo un múltiplo entero 

de 27. Dicho ángulo, en efecto represen- 

ta una rotación de centro O y a todas aque- 

llas rotaciones cuyo ángulo se obtiene su- 

mando al anterior un múltiplo entero de un ángulo congruente con 4 
rectos, o sea (OU, OP) +4kR. 

En consecuencia, el mismo ángulo admite como medida circular 

tanto a) rea) a como a cualquiera de los reales de la forma a + 2kr con 

KEZ.S16, y ø son dos de.esas medidas, será 
B=0+2k, Try fB,=0 +2 k, rrresulta 


dy =P.=2 M4 97 con X= MEL 


de ello 
Bı — ba =2k3 m Osea que f, y b, son reales congruentes módulo 
T. 


La relación de congruencia módulo 2 es análoga a la de congruen- 
cia mód m en z y, como ésta en z, es de equivalencia en R. Por lo tan- 
to, parte al conjunto de los reales en clases de equivalencia y cada una 
de éstas se llama real módulo 2 7. 

De lo anterior surge que a cada complejo se le puede hacer corres- 
ponder un real módulo 27 representado por uno cualquiera de sus 
elementos, por ej., a; cualquier otro es de la forma f=«a + 2kr con 
k € Z y todos ellos dan la medida circular del ángulo orientado (OU, 
OP). 


Designando al ángulo por su medida œ € R, de la representación geo- 
métrica surge que: 


a b ds an 
cos Q= izi y sen am i verificándose también que 
z z 


cos la + 2kr) = El y sen la + 2k 71) = a De estas consideracio- 
z z 


nes deviene la siguiente 


Definición. Se llama argumento de un número complejo no nulo 
Z = a + bi a cualquiera de los reales de la clase mód 2 r cuyo coseno es 


mi y cuyo seno > . Se lo indica arg (z). 
yA Z 


En general, para representarlo, se elige al menor real no negativo 


de la clase que se obtiene a partir de un $ cualquiera de la clase. Divi- 


diendo a $ por 27 se obtiene un cociente entero k y un resto a tales 
que: 


B=2kr+0Qq con.0O<a<2r 

Este valor a, el único comprendido entre O y 2 r, pertenece a la clase 
de £ y se llama argumento principal. de Z. 

Volvamos a *. Supongamos que se cumplen las condiciones estable- 
cidas para |z|, n y m. De la igualdad 

zZ”=zM se deduce arg[z") = arg (Z™).. 

Si arg (z) admite como representante al real œ, entonces —a es repre- 
sentante de arg (Z7) Por lo tanto los respectivos argumentos de z™ es- 
tarán dados por n e y por (—ma/), debiendo verificarse que estos repre- 
sentantes son congruentes módulo 2 m, es decir: 

na—(—-ma)=2kr (k€eZ) 
(n+m)a=2kr 
_2kx7xr 
AEAT. 
n+m 

Entonces los z € È tales que z” =z'M son 

z= 0 ylos complejos no nulos que, además de cumplir las condi- 
ciones halladas respecto de Izl, n y m {ver (1) ) tienen como argumen- 
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to 2kr 
Qa4= 


(k€z) 
n+m 


$ ; 2k7 T 
Caso particular. Si n = 2 = m, resulta& = = Kga sea z es un 
imaginario puro o un real. Es decir z? = z? si E€ R o z = bi (b € R), 
conz = — bi 


Verificación. (bi)? =—b? y (—bi)? =—b? 


Si además |z| = 1, entonces z € f, ii —1, -il =y (41) 


4”. Volviendo entonces al ftem 2°, la conclusión de que 
1 ; d > 
z7? =— y equivale a z? = 1,sólo es verdadera si z? = 2?, lo 
2 
z 
cual significa que el lector agregó, por su cuenta, un dato adicional, 
cambiando sustancialmente al problema propuesto en la revista. 
2 
E . ay Z 
Con ese dato adicional, sin el cual no se cumplirá que — =1, que- 
"2: 
Z 
da planteado un nuevo problema: 


Problema B. Hallar los zE( tales que z7 yl sean conjugados y 
z 


2 
a 
z2 

De acuerdo con las conclusiones precedentes, las soluciones de este 
problema no son las raíces novenas de 1, sino aquellas raíces novenas de 
1 que, además, son imaginarios puros o reales y con módulo1î 

Queda a cargo del lector el probar que este nuevo problema sólo 
tiene solución Z= 1. 

Para finalizar, se me ocurre abordar la resolución de la generaliza- 
ción del propuesto inicialmente en la revista, o sea el 


1 
Problema C. Hallar los zE € tales que z” y-— (m,n €Z) sean 
Zz m 
conjugados. 


A cargo del lector la demostración. 
Sugerencias. 1) Considerar que se trata de resolver en € la ecuación 
Z”=-— (m,n€Zz) 
Z m 
y multiplicar ambos miembros (no por z") sino por z”. 
2) Probar, como en el cuestionado problema 8 que 

Izl=1 
3) Analizar las posibilidades: 


a)n=m y demostrar que la ecuación se satisface para todo z € fa 
ZÆ0. 

Verificar. 

bin< m y descomponer z™ en z", ZzM7N, asociar, etc. 

c)m <n y proceder como en b). Se llegará a quez”"—M= 1. 


Por supuesto, pueden intentarse otros caminos, como resolver el co- 


ciente - 
Z m 


Caso particular. El problema 8 del número anterior de la revista apa- 
rece como caso particular de la situación c). Por lo tanto se llega a que 
z172 = 1, oseaz’ř =1. 
con lo cual, por otro camino, queda demostrado que las soluciones del 
citado problema son las raíces quintas de 1. 


Y como yapita, propongo el 
Problema D. Detallar, por dos procedimientos distintos, los z € € 
1 
tales que su inverso y su conjugado son iguales (O sea: 7= z Obien 
me E 
Ze ze 


Fdo.: María E. S. de Hernández 
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Noticias. 


— Reanudación de las Olimpíadas Matemáticas en el país. 


— Organización de las primeras Olimpíadas Matemáticas Rioplaten- 
ses por parte del Centro Latinoamericano de Matemática e Infor- 
mática con la participación de la Universidad CAECE, 


OLIMPIADA MATEMATICA RIOPLATENSE 
ANTECEDENTES 


Aunque la Matemática ha sido objeto, desde mucho tiempo atrás a 
nivel de enseñanza media, de debates y torneos, recién en 1894 se ini- 
ció en Hungría el tipo de competencia que denominamos OLIMPIADA. 

En el año 1934 se organizó en Leningrado la primera Olimpíada 
rusa, que continuó al año siguiente en Moscú y luego en todas las prin 
cipales ciudades de Rusia. A estos dos países se agregaron más tarde 
Estados Unidos, Polonia, Bulgaria, Rumania, Checoslovaquia, Canadá, 
China, Alemania, Holanda, Israel, India e Italia. 

Los objetivs de esta competencia sen dos: 

1. Descubrir alumnos talentosos en esa ciencia. La lista de ganado- 
res de Olimpíadas de Hungría contiene muchos nombres que luego la 
literatura matemática haría conocer en el resto del mundo. 

2. Promover el interés por la matemática. 

El interés por las Olimpíadas ha ido en aumento. En Moscú, por 
ejemplo, la primera contó con 314 participantes, la última cuenta con 
decenas de miles. Por lo general, para fomentarlas, se realiza un período 
de entrenamiento previo a cargo de equipos de profesores que envían 
series de problemas a los colegios, realizan debates y pronuncian confe- 
rencias. 

En casi todos los países la organización es similar, y se ha inspirado 
en la húngara. Se realizan competencias en los colegios luego por zo- 
nas, provincias, etc., hasta llegar a un certamen nacional. Se dividen a 
los alumno por niveles y cada instancia comprende tres o más rondas. 
En Estados Unidos las pruebas son en general del tipo de elección múl- 
tiple. Se proponen cuarenta o cincuenta problemas y la competencia 
dura ochenta minutos. En Hungría se proponen tres problemas para 
una prueba de cuatro o cinco horas de duración. Las pruebas de elec- 
ción múltiple proporcionan una excelente manera de calificar a gran nú- 
mero de participantes; pero es difícil justificar la preponderancia que da 
la velocidad a expensas de la profundidad. 
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En nuestro país las primeras experiencias que se registran son de 
1967. Por lo general, estas consisten en pruebas con dos o tres proble- 
mas y cuatro o cinco horas para resolverlos. 

En 1969, el Instituto Nacional para el Mejoramiento de la Enseñan- 
za de las Ciencias (INEC), toma a su cargo el proyecto de Olimpíada, 
designando el equipo de coordinación nacional con vistas a la Primera 
Olimpíada de 1971 y la segunda de 1973; participaron más de 30.000 
estudiantes y en cada uno de estos concursos de cuatro rondas hubo 
nueve pruebas, sólo la última pra) 

Durante los períodos preparatorios, se hicieron los ajustes necesa- 
rios para el mejor logro de los objetivos, considerando: la realidad de 
nuestro currículum escolar, modalidades de nuestra idiosincracia, 
características geográficas, distribuciones de los centros de estudios 
superiores y proyectos educativos en marcha. 

Sin bien desde el punto de vista nacional fueron suspendidas en 
1975,. esta actividad continuó en colegios, municipios, provincias y 
competencias interprovinciales en 1978. 

Debe destacarse que detrás de cada concurso realizado hay equipos 
de matemáticos investigadores elaborando responsablemente el material 
y analizando los resultados. 


REGLAMENTO 


La OLIMPIADA MAMTEMATICA, organizada por el CLAMI, ten- 
drá como fundamental objetivo promover en los jóvenes de enseñanza 
media la capacidad para resolver problemas (capacidad matemática). 

1. La OLIMPIADA MATEMATICA será una competencia entre 
alumnos regulares de establecimientos secundarios. 

2. La OLIMPIADA MATEMATICA estará orientada y dirigida por 
el Consejo Superior cuyos miembro serán designados por el CLAMI. 
El Secretario Ejecutivo de este Consejo será el Director de la OLiM- 
PIADA. 

3. El Consejo Superior intervendrá en la determinación de: 

a) El lugar y la fecha de los certámenes. 

b) La composición de los jurados regionales y nacionales. 

c) La división geográfica por zonas y regiones. 

d) Los criterios para la evaluación de las pruebas. 

e) Los criterios para la elección de problemas destinados al entrena- 
miento de alumnos. 

f) La publicación del material referente a la OLIMPIADA. 

El Consejo Superior decidirá las situaciones no previstas en el presen- 
te reglamento. 

4. El Director de la OLIMPIADA es el responsable de la organización 
y puesta en marcha de la competencia. 

5. La OLIMPIADA MATEMATICA abarcará un proceso de cuatro 
instancias: 

Primera instancia: certamen local. 

Segunda instancia: certamen zonal. 

Tercera instancia: certamen regional. 

Cuarta instancia: certamen nacional. 
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6. Cada certamen constará de sesiones y en cada sesión se. tomarán 
pruebas. Cada prueba estará constituída por problemas, que los par- 
ticipantes deberán resolver individualmente. 

7. Los participantes se clasifican por niveles: 

Ter. nivel: alumnos de 1° y 2° año. 

2do. nivel: alumnos de 3° y 4° año. 

3er. nivel: alumnos de 5° y 6° año. 

8. En el certamen local podrá participar todo alumno que lo soli- 
cite en los restantes, sólo aquellos clasificados primero, segundo y ter- 
cero de cada nivel, siempre que su puntaje alcance el 60% del total de 
puntos estipulados. 

9. Los participantes podrán concurrir a las sesiones con libros. notas 
y cualquier otro elemento que deseen. Sólo podrán consultar sus pro- 
pios elementos. 

10. Las pruebas de cada certamen serán: 

a) En el local: dos escritas, una escolar y una interescolar. 

b) En el zonal: dos escritas. 

c) En el regional: dos escritas. 

d) En el nacional: dos escritas y una oral. 

La prueba oral consiste en una variante a un problema anteriormente 
resuelto por el participantes. 

11. El Jurado nacional redactará los temas a proponer en cada se- 
sión excepto la escolar. Ninguna persona ajena al jurado nacional y al 
Consejo Superior conocerá los temas que se van a proponer en cada 
sesión. 

12. El jurado analizará y evaluará las pruebas presentadas por los 
alumnos. Sus decisiones serán inapelables. 

13. El jurado deberá tener en cuenta en la evaluación las soluciones 
completas, la claridad en la exposición, la simplicidad en el método, las 
ideas brillantes y cualquier otro signo de habilidad matemática. 

14. El jurado determinará el tiempo de duración de cada sesión y 
dará las instrucciones que deberán tenerse en cuenta durante las mis- 
mas. 

15. El jurado para los certámenes estará compuesto por tres miem- 
bros. 

16. Los jurados en el orden zonal y local serán designados por el 
Director de la OLIMPIADA. 

17. El Director de la OLIMPIADA coordinará con el Ministerio de 
Educación las fechas de los concursos para ser incluidas en el calen- 
dario escolar. 


A los efectos de que los alumnos interesados en participar en las 
Olimpíadas Matemáticas Rioplatenses tomen conocimiento del grado 
de dificultad de los problemas, semanalmente se difundirán por dis- 
tintos medios tres problemas uno por cada nivel. A continuación re 
producimos la primera entrega producida por el comité organizador. 


PRIMER NIVEL 


Diego y Javier alquilan un auto para hacer un viaje, pero Javier des- 
ciende exactamente en la mitad del recorrido de ida, y cuando Diego 
regresa recoge a Javier y juntos terminan el viaje. El alquiler del auto 
asciende a A 360. ¿Cuánto debe pagar cada uno de los amigos? 


SEGUNDO NIVEL 


Dos ruedas dentadas A y B con 840 y 300 dientes respectivamente, 
funcionan acopladas. ¿Cuántas vueltas completas debe dar A para que 
B dé un número de vueltas completas y cuántas son éstas? 


TERCER NIVEL 


Una bovina de papel, cuyo diámetro es de 30 centímetros, consiste 
de 500 vueltas de papel fuertemente enrolladas en un cilindro. de 10 
centímetros de diámetro. ¿Qué longitud tiene el papel? 


ANUNCIO DE PRENSA 


SEXTO CONGRESO INTERNACIONAL 
SOBRE EDUCACION MATEMATICA 
ICMEG, Budapest, 23 de julio — 3 de agosto 1988. 


Grupo temático 2: Computadoras y enseñanza de la matemática. 

Se esperan contribuciones para esta área de todos aquellos que desarrollen 
su actividad en este campo y deseen intercambiar sus trabajos en un nivel inter- 
nacional. 

Se ruega escribir a la dirección abajo indicada para solicitar mayores detalles 
y solicitudes de inscripción, indicando en una breve reseña sus actividades ac- 
tuales. 


Rosemary Fraser 

Chief Organizer T2 ' 

Shell Centre for Mathematical Education 
University of Nottingham 

NG7 2RD 

ENGLAND 
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Bibliografía. 


MODERN APPLIED ALGEBRA Garret Birkhoff and Thomas C. Bartee 
Mc Graw-Hill, 1970 


Este libro, ya un clásico en el tema, escrito por el mismo autor que juntamente 
con S. Mac Lane produjera el fundamental texto “Algebra Moderna”, y por T.C. 
Bartee, profesor en la división de Ingeniería en la Universidad de Harvard, es de gran 
importancia para ilustrar a los profesores que deben dictar cursos de estructuras 
algebraicas acerca de un sinnúmero de aplicaciones (a veces insospechadas) de las 
mismas. De lectura amena y fácil y con interesantes referencias bibliográficas, es un 
texto de especial interés para los profesores preocupados por motivar sus cursos 
de álgebra con ejemplificaciones de aplicaciones en la tecnología. 


LECCIONES POPULARES DE MATEMATICA Editorial Mir. 


Se trata de una colección de textos breves, cada uno de ellos dedicado a un te- 
ma elemental específico, y resultan de particular utilidad para el profesor intere- 
sado en ampliar sus conocimientos en un tema determinado. En general se detal'a 
una ejercitación adecuada. A continuación se indican algunos títulos que dan una 
idea de las características de la colección: 


— Qué es la programación lineal A. S. Barsov 

— Areas y logaritmos A. Markushevich 

— Problemas elementales de máximos y mínimos 1. Natanson 

— Método de inducción matemática l. Sominski 

— División de figuras en partes menores V. Boltianski - T. Gojberg 
— Criterios de divisibilidad M. Vorobiov 

— División de un segmento en la razón dada N. Boskin 

— ¿Qué es el cálculo diferencial? V. Boltianski 

— Método de Montecarlo |, Sobol 

— Los algoritmos y la resolución automática B. Trajtenbarot 
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GRAGEAS 


La rectificación de la circunferencia. Es bien sabida la imposibilidad de 
rectificar una circunferencia, es decir obtener mediante un número fi- 
nito de construcciones geométricas un segmento cuya longitud sea igual 
a la de una circunferencia dada. Existen numerosas construcciones para 
resolver el problema de manera aproximada. Damos una de ellas, muy 
simple, poco conocida y con error muy pequeño. 

Por comodidad consideramos el radio de la circunferencia, igual a la 
unidad y designamos las medidas de los segmentos que aparecen en la 
construcción, respecto del radio, con las letras de los extremos. 
Construcción. Sobre una recta s, se 
toma el sgmento OA = r = 1. En 
la perpendicular t a s en A, se to- 
man los segmentos: AB = 2; BC = 
1 
5 
te a la circunferencia, en A). Se 
une O con C y D y se construye en 


la semirrecta AO : AE=0C. 
Finalmente por E se traza la recta 
u / recta OD que corta a la recta 
AB en F. 

AF es el segmento buscado. 
En efecto: 


e] 
;CD= 5 (la recta t resulta tangen- 


2 
oc=AE=y/1 +1 =,/1% 


5 “ob 


D Además: 


AE AO 
O sea 
13/1446. 
AF = p> 5 


De donde AF = 2 x 3,1415919, 
es una rectificación aproximada de 
la circunferencia. 
Resulta que la mitad de la medida 
de AF, da el valor de 7 con un error 
menor que 107%. 


